El conjunto de Cantor
Miguel Angel Garcia Alvarez

En el ano 1884, se publicé un articulo Georg Cantor, en el cual mostré con un ejemplo que
un conjunto perfecto (es decir, que es igual al conjunto de sus puntos de acumulacién) de
numeros reales no necesariamente es denso. Su ejemplo fue el ahora conocido como Conjunto
de Cantor y demostré que ese conjunto no es denso en ningun intervalo (denso en ninguna
parte).

Conjuntos como el denominado “de Cantor” ya habfan sido definidos por H. J. S. Smith en

1875:

“Sea m un nimero natural mayor que 2. Dividamos el intervalo [0, 1] en m partes iguales y
eliminemos el dltimo segmento. Dividamos cada uno de los m — 1 segmentos restantes en m
partes iguales y eliminemos el iltimo segmento de cada uno. Si esta operacién se continia
hasta el infinito, obtendremos un nimero infinito de puntos de divisién P sobre la linea de
0 a 1. Estos puntos estdn en orden suelto (asi se referia Smith a los conjuntos densos en
ninguna parte).”

Demostré ademas que los conjuntos definidos de esa manera tienen contenido cero: Después
de la primera divisién quedan m — 1 intervalos de longitud %, de manera que la suma de

sus longitudes es "‘T’l; al dividir cada uno de esos m — 1 intervalos en m partes iguales y

eliminando el tltimo segmento de cada parte quedan (m — 1)2 intervalos de longitud #,
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de manera que la suma de sus longitudes es (mTl) ; continuando el proceso, después de la
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longitudes es (mT_l)k = (1 — %)k, asi que esa suma tiende a cero cuando k tiende a infinito.

k-ésima divisién quedan (m — 1)]‘C intervalos de longitud de manera que la suma de sus

Utilizando el mismo método, Smith definié conjuntos densos en ninguna parte que no tienen
contenido cero:

Sea m un ndmero natural mayor que 2. Dividamos el intervalo [0, 1] en m partes iguales y
eliminemos el iltimo segmento. Dividamos cada uno de los m — 1 segmentos restantes en
m? partes iguales y eliminemos el ltimo segmento de cada uno. Dividamos cada uno de los
(m — 1) (m? — 1) segmentos restantes en m? partes iguales y eliminemos el tltimo segmento
de cada uno; y asf sucesivamente.

Los conjuntos obtenidos de esta manera son densos en ninguna parte; pero no tienen con-
tenido cero: Después de la primera divisién quedan m —1 intervalos de longitud %, de manera
que la suma de sus longitudes es mT_l; al dividir cada uno de esos m—1 intervalos en m? partes
iguales y eliminando el tltimo segmento de cada parte quedan (m — 1) (m? — 1) intervalos



m—1)(m2—
de longitud #, de manera que la suma de sus longitudes es (11&—31) = (1 — %) (1 — #),

continuando el proceso, después de la k-ésima divisién quedan (m — 1) (m? — 1) --- (m* — 1)
1 (m—1)<m2—1>~-~<mk—1> -

intervalos de longitud ——=, de manera que la suma de sus longitudes es iy R
(1 - i) (1 — %) e (1 — ik), por lo tanto, esa suma tiende a un valor positivo cuando &
m m m
tiende a infinito ya que la serie >_7° , -1 es convergente
y k=1 mF .

El conjunto de Cantor se define como sigue:

Paso 1. Partiendo del intervalo [0, 1], lo dividimos en 3 intervalos de la misma longitud
y eliminamos el interior del intervalo central. Lo que resta lo definimos como (. De esta
forma, C; es la unién de 2 intervalos cerrados, cada uno de los cuales tiene una longitud
igual a 3.

Paso 2. Repetimos el proceso para cada uno de los 2 intervalos cerrados que forman C'; es
decir, cada uno de ellos lo dividimos en 3 intervalos de la misma longitud y eliminamos el
interior del intervalo central; de manera que, en cada uno, restan 2 intervalos cerrados de
longitud 3% Definimos entonces C5 como la unién de esos 4 intervalos cerrados que restan.

Paso 3. Repetimos el proceso para cada uno de los 22 intervalos cerrados que forman Cb;
es decir, cada uno de ellos lo dividimos en 3 intervalos de la misma longitud y eliminamos
el interior del intervalo central; de manera que, en cada uno, restan 2 intervalos cerrados de
longitud 3% Definimos entonces Cs como la unién de los 23 intervalos cerrados que restan en
total.

Continuando este proceso, en el paso k tendremos definido un conjunto Cj, el cual es la
unién de 2% intervalos cerrados, cada uno de los cuales tiene una longitud de 3% Repetimos
el proceso para cada uno de los 2* intervalos cerrados que forman Cy; es decir, cada uno de
ellos lo dividimos en 3 intervalos de la misma longitud y eliminamos el interior del intervalo
central; de manera que, en cada uno, restan 2 intervalos cerrados de longitud # Definimos
entonces C; como la unién de los 2¥*1 intervalos cerrados que restan en total.

De esta forma, obtenemos, por induccién, una sucesién (C,,),,o de conjuntos cerrados de tal
manera que, para cualquier n € N, C, D ()11 y (), es la unién de 2" intervalos cerrados,
cada uno de ellos con longitud 3% Ademds, la sucesion (C),), oy tiene la estructura que se
muestra en la figura de la siguiente pagina, continudndola indefinidamente.

Se define entonces € = ()°2, C,,.

Obsérvese que los extremos de los 2" intervalos cerrados, cuya unién es el conjunto C,,
forman parte del conjunto de Cantor.
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Ademis de lo anterior, el conjunto de Cantor, que denominaremos €, tiene otras propiedades
interesantes, entre las cuales se encuentran las siguientes:

1. € es un conjunto compacto.

2. Los elementos de € se pueden poner en correspondencia, uno a uno, con todos los niimeros
reales del intervalo [0, 1].

3. € tiene contenido cero.

4. € es la cerradura del conjunto formado por todos los racionales triddicos que pertenecen

ac.

5. Para cualquier n € N, € se puede expresar como la unién de 2" conjuntos, ajenos por
9 )
parejas, cada uno de los cuales tiene las mismas propiedades que € mismo.

Vamos a demostrar las propiedades que enunciamos antes; pero, ya que se va a requerir mas
adelante, antes vamos a recordar la manera en que se obtiene el desarrollo en base 3 de los
nimeros reales del intervalo [0, 1].
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Para obtener el desarrollo en base 3 de un nimero real z en el intervalo [0, 1] loque se hace
es considerar primero una divisién del intervalo [0, 1] en 3 intervalos de la misma longitud;
después, dependiendo del subintervalo al que pertenezca z, se divide ese intervalo en 3 in-
tervalos de la misma longitud y se continta ese proceso hasta tener todo el desarrollo de
Z.

Denominaremos racionales triddicos a los niimeros racionales de la forma 3%, donden € Ny

ke€{0,1,2,...,3"}. Al conjunto formado por los racionales triddicos lo denotaremos por T.
Consideremos cualquier nimero real z € [0,1] — T.

Para obtener el primer digito del desarrollo de z en base 3, se divide el intervalo [0,1] en 3
intervalos cerrados de la misma longitud.

Si 2z pertenece al primero de esos intervalos, el primer digito del desarrollo de z en base 3 es
0; si pertenece al segundo intervalo, el primer digito es 1 y si pertenece al tercero, el primer
digito es 2. Denotemos por «; a ese primer digito.

Como estamos excluyendo a los racionales triddicos, ese primer digito queda tnicamente
determinado.

Para obtener el segundo digito, se divide se divide en 3 intervalos cerrados de la misma
longitud el intervalo seleccionado en el paso anterior.
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Si z pertenece al primero de esos intervalos, el segundo digito del desarrollo de z en base
3 es 0; si pertenece al segundo intervalo, el segundo digito es 1 y si pertenece al tercero, el
segundo digito es 2. Denotemos por as a ese segundo digito.

Ese segundo digito también queda inicamente determinado.

Para obtener el tercer digito, se divide se divide en 3 intervalos cerrados de la misma longitud
el intervalo seleccionado en el paso anterior.

Si z pertenece al primero de esos intervalos, el tercer digito del desarrollo de z en base 3 es
0; si pertenece al segundo intervalo, el tercer digito es 1 y si pertenece al tercero, el tercer
digito es 2. Denotemos por a3 a ese tercer digito.

Ese tercer digito también queda tinicamente determinado.

Continuando este proceso indefinidamente, obtenemos un desarrollo tnico de z en base 3.
Para referirnos a ese desarrollo utilizaremos la notacién (0.ajasas - - - ),.

Formalmente, esa notacién es una manera de decir que la serie Y oo, S converge a 2.

Obsérvemos que hay una infinidad de digitos distintos de cero en el desarrollo en base 3 de
cualquier nimero real z € [0,1] — T.

En efecto, si hubiera tinicamente un nimero finito de esos digitos y a,, fuera el iltimo digito
distinto de cero, z tendrfa la forma siguiente:

—k
z=(0.0qas @, 000+ ), =Y Gk =S @St = LSy 3mek

La suma Y ., ;3™ % es un nimero natural; ademds:

11
S 3R <23 3mh=2(3m) YT =23 i =3m (1- L) =3"—1

3k
Asf que z serfa un racional triddico en el intervalo (0, 1).
Si z € T — {0,1}, su desarrollo en base 3 se obtiene con el mismo proceso que describimos
antes; pero, en este caso, z admite dos desarrollos en base 3.
1
’3
mientras que en el segundo caso

Por ejemplo, % lo podemos considerar dentro del intervalo [0 ] , asf como dentro del intervalo

[3,2]. En el primer caso obtenemos § = (0,022222---)

obtenemos 3 = (0,100000- - - ).

39
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Otro ejemplo: §—2 lo podemos considerar dentro del intervalo [%, %}, asi como dentro del

intervalo [%, g—?ﬂ En el primer caso obtenemos 3—2 = (0,20122222 - - - ),, mientras que en el

segundo caso obtenemos 2§ = (0,20200000 - - - ),.
Por tdtimo una observacion:

Consideremos el proceso de divisién en 3 intervalos de la misma longitud que se hace para
obtener el digito «,, con n € N, del desarrollo en base 3 de un nimero real z € [0, 1].

Tomemos cualquier intervalo del n-simo paso del proceso de divisién; digamos el intervalo
(£, 2] donde k € {0,1,2,...,3" — 1}.

Ese intervalo proviene de la divisién en 3 intervalos de la misma longitud de un tinico intervalo
bien definido de la forma [3,3—,1, 33:“—,11}, donde j € {0,1,2,...,3"7!1 —1}.

A su vez, si n > 1, ese segundo intervalo proviene de la divisién en 3 intervalos de la
misma longitud de un tnico intervalo bien definido de la forma [3&27 312“—,12}, donde j €

{0,1,2,...,3" 1 —1}.

Continuando con ese proceso, hacia atrds, hasta llegar al intervalo [0, 1], podemos ver que,

hasta el digito av,_1, todos los nimeros reales del intervalo [%, kgj;l] tienen el mismo desarrollo

en base 3 y, exceptuando a los extremos, también tienen el mismo digito «,,. Asi que, asociada

al intervalo (3%, %), hay una tnica secuencia de n digitos, aq, as, ..., a,, todos ellos en el
conjunto {0, 1,2}, los cuales constituyen los primeros n digitos del desarrollo en base 3 de
cualquier niimero real z € (3%, %)

Inversamente, dada una secuencia de n digitos, aq, as,...,a,, todos ellos en el conjunto
{0, 1,2}, esos digitos constituyen los primeros n digitos del desarrollo en base 3 de cualquier
nimero real en algin intervalo de la forma (3%, %), donde k € {0,1,2,...,3" — 1}.

Pasemos ahora a demostrar las propiedades del conjunto de Cantor.
1. € es un conjunto compacto ya que es cerrado y acotado.

2. Los elementos de € se pueden poner en correspondencia, uno a uno, con todos los niimeros
reales del intervalo [0, 1].

Observemos que si z € [0,1] — T y z pertenece al conjunto de Cantor, entonces ningin
digito del desarrollo de z en base 3 es el 1.

En efecto, esto es asi ya que en cada paso de la definicién de € se elimina el interior del
intervalo central, en el cual el correspondiente digito ay es 1.

Consideremos ahora los racionales triddicos que pertenecen al conjunto de Cantor:

En el primer paso para la definicién del conjunto de Cantor, obtenemos los racionales triddicos
0, 1.

Y ?

W=
wiN
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% pertenece tanto al intervalo [0, %} como al intervalo [%, %] Elijamos el intervalo distinto

al intervalo central.

Hagamos lo mismo para %, el cual pertenece tanto al intervalo [%, %] como al intervalo [%, 1] .
Elijamos el intervalo distinto al intervalo central.

De esta forma, obtenemos los siguientes desarrollos en base 3:

5 =(0,02222- ),

wino

— (0,20000- - - ),

En los pasos siguientes de la definicién del conjunto de Cantor, sigamos el mismo proce-
dimiento, a saber, para cada racional triddico del conjunto de Cantor elijamos el intervalo
distinto al intervalo central.

En el paso 2, obtenemos, ademéds de los obtenidos en el paso 1, los racionales triddicos

3%, 3%, 312, 3%, cuyos desarrollos en base 3 son los siguientes:

% = (0,002222- - ),
2 =(0,020000- - - ),
% = (0,202222- - - ),
8 =(0,220000- - - ),

Continuando de esta forma, obtenemos que todos los racionales triddicos del conjunto de
Cantor tienen un tnico desarrollo en base 3 tal que oy € {0, 2} para cualquier k € N.

Combinando este resultado con lo anterior, podemos concluir que cualquier elemento del
conjunto de Cantor admite un desarrollo en base 3 tal que «y € {0,2} para cualquier k € N.

Finalmente [0,1] — € es la unién de la totalidad de intervalos abiertos que se eliminan en
el proceso de definicién de €, los cuales son ajenos por parejas. Asi que, si z € [0,1] no
pertenece al conjunto de Cantor entonces z pertenece a uno y sélo uno de esa familia de
intervalos. La longitud de ese intervalo es % para alguna m € N. Se sigue entonces que el

m-simo digito del desarrollo en base 3 de z es 1.

Por lo tanto, cualquier elemento z € [0, 1] pertenece al conjunto de Cantor si y sélo si z
admite un desarrollo en base 3 tal que a4, € {0,2} para cualquier k € N.
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Definamos:
C como el conjunto de sucesiones (ay), oy tales que a; € {0,2} para cualquier &k € N.

C’ como el conjunto de sucesiones en C que contienen una infinidad de 0’s, asi como una
infinidad de 2’s.

B como el conjunto de sucesiones (3,),.y tales que 3, € {0,1} para cualquier £ € N y que
contienen una infinidad de 0’s, asi como una infinidad de 1’s.

B como el conjunto de racionales diddicos en el intervalo [0, 1].

Las sucesiones en C son las que se obtienen al desarrollar los elementos del conjunto de
Cantor en base 3, mientras que las sucesiones en 5 son las que se obtienen al desarrollar los
elementos del intervalo [0, 1], exceptuando a los racionales diddicos, en base 2.

Es evidente que los elementos de C’ se pueden poner en correspondencia, uno a uno, con los
elementos de B.

Por otra parte, tanto B como C — C’ son conjuntos infinitos numerables, de manera que sus
elementos se pueden poner en correspondencia uno a uno.

Por lo tanto, los elementos de C se pueden poner en correspondencia, uno a uno, con elementos
de BUB; es decir, los elementos del conjunto de Cantor se pueden poner en correspondencia,
uno a uno, con todos los elementos del intervalo [0, 1].

3. € es denso en ninguna parte.

En efecto, Sea I un intervalo abierto tal que I N (0,1) # 0.
SiIN¢ =0, entonces I C €°.

SiINE#(, sea z € INE, entonces z € C,, para cualquier m € N.

Como [ es un intervalo abierto y z € I, podemos tomar un nimero real ¢ > 0 tal que el
intervalo abierto de centro z y radio ¢ esté contenido en I.

SeaMENtalque3iM<s.

Como z € Oy y este conjunto es la unién de 2¥ intervalos cerrados ajenos, cada uno de los
cuales tiene longitud 3% z pertenece a alguno de esos intervalos, el cual denotaremos por .J.

Como z € J y la longitud de J es menor que ¢, J C I.

Ahora bien, en el proceso de definicién de €, el intervalo J se divide en 3 intervalos de la
misma longitud y se elimina el subintervalo central abierto, el cual denotaremos por K.

Se tiene entonces que K es un intervalo abierto contenido en I y K C €°.



4. ¢ tiene contenido cero:

Obsérvese que definimos el conjunto de Cantor como la interseccién de una familia infinita
numerable de conjuntos cerrados C7,Cs,Cs ...y que, para cada n € N, C), es la unién de 2"
intervalos cerrados, cada uno de ellos con longitud 3% Asi que, la suma de las longitudes de

g)s é” intervalos cuya unién es C,, es igual a 3—: = (%)n, valor que podemos llamar la longitud
e C.

Con lo anterior podemos ver que el conjunto de Cantor estd contenido, no sélo en una unién
de intervalos muy pequenos, sino que, cualquiera que sea el niimero natural n, el conjunto
de Cantor estd contenido en un conjunto de longitud (%)n Esta es la base para probar que
¢ tiene contenido cero.

Dada ¢ > 0, tomemos m € N tal que (%)m < 3.

Sean [aq,b1], [az,bs],[as, bs], ..., [agm,bom]| los 2™ intervalos cerrados ajenos cuya unién es
igual a C),.
Para cada n € {1,2,3,...,2™} tomemos un intervalo abierto I,, de centro a, y un intervalo

abierto J, de centro b,,, cada uno de ellos con longitud igual a 2,,,%5.

La familia de intervalos formada por (ay, b1) , (ag,b2) , (as, b3) , ..., (agm,bam), I1, I3, I3, . . ., Iom,
J1, Ja, J3, ..., Jom constituyen una cubierta de ), y, como € C (,,, también constituyen una
cubierta de €. Ademds, la suma de sus longitudes estd dada por:

(3)" +gme + e = (3)" +5 <e

Asi que, para cualquier € > 0, existe una familia finita de intervalos abiertos cuya unién cubre
a € y tales que la suma de sus longitudes es menor que . Por lo tanto € tiene contenido
cero.

5. Cualquier elemento de € es punto de acumulacién de €.

Queremos demostrar que, si y € €, entonces, dada cualquier € > 0, existe algiin elemento de
¢, distinto de y, en el intervalo (y — e,y + ¢).

Dada ¢ > 0, tomemos N € N tal que SLN <Ee.

Como y € Cy y Cy estd formado por 2%V intervalos cerrados ajenos, cada uno de ellos con
longitud 3%\,, y pertenece a alguno de esos intervalos, el cual tiene la forma [3%, %], para

alguna K € {O, 1,2,...,3V — 1}. Denotemos por Jy a ese intervalo.

Si se observa el proceso para la definicién del conjunto de Cantor, se puede ver que, para cual-
quier n € N, los extremos de los 2" intervalos cerrados ajenos cuya unién es C,,, pertenecen
al conjunto de Cantor.

Asi que, 3£N y % pertenecen al conjunto de Cantor.



] se tiene:

Es decir, la distancia de y a cualquiera de los extremos del intervalo Jy es menor que ¢.
Ademis, por lo menos uno de esos extremos es distinto de y. Asi que, definiendo z como
cualquiera de los extremos que sea distinto de y, se tieneque z € €, z 2 yy z € (y — &,y + ).

Con esto queda demostrado que cualquier elemento de € es punto de acumulacién de €.

Obsérvese que, con la demostracién anterior de esta propiedad y tomando en cuenta que €
es cerrado, se demuestra también que el conjunto de Cantor es la cerradura del conjunto de
racionales triddicos que pertenecen al mismo.

Obsérvese también que el conjunto de racionales triddicos que pertenecen al conjunto de
Cantor es la unién de los extremos de los intervalos cerrados, ajenos por parejas, que forman
parte de C1, (s, .. .; de manera que, para cada n € N, siendo 2" el niimero de intervalos cuya
unién es C,, este conjunto contiene 2"+ racionales triddicos.

Ahora continuemos con lo anterior:
Como y € [?ffv, {5}1] y 3N < g, se tiene que:

y_€<3N<K+1

<y+t+e
Por lo tanto:
INC(y—ey+e)

Sigamos analizando maés:

Al partir Jy en 3 intervalos de la misma longitud, se obtienen los siguientes intervalos ajenos:

[3£N73£N+3Nl+1]7 (3£N+31\71+1a3£1\7+31\/2+1) y [3£N+3N%73£N+3LN}

Para formar €, el intervalo ( v+ ?)JV%, 3£N + yv%) se elimina y, como y € €, entonces y
pertenece a alguno de los dos intervalos restantes. De esos 2 intervalos, tomemos el que no

contiene a y y denotémoslo por Jy..

Tomamos el intervalo que no contiene a y porque queremos encontrar un nimero real z € €,
distinto de y, tal que |y — z| < e.

Se tiene:

Ini1 C(y—e,y+e)
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y ¢ JInn
Jni1 es uno de los intervalos que forman Cy .

Comenzando con Jy .1, consideremos el proceso con el que definimos el conjunto de Cantor
partiendo del intervalo [0, 1].

Denotemos por Jx.i9, Jyis, ... los conjuntos cerrados que se van formando.

La interseccion, J, de todos esos intervalos es un subconjunto cerrado, no vacio, del conjunto
de Cantor.

Como Jy41 estd contenido en el intervalo (y — e,y +¢) y J C Jy, entonces todo el conjunto
J estd contenido en el intervalo (y — €,y + €). Ademds, como y ¢ Jx1, tampoco estd en J.

Observemos que J tiene las mismas propiedades que el conjunto de Cantor: es
un conjunto compacto, es denso en ninguna parte, tiene contenido cero y todo
elemento de J es punto de acumulacién de J.

IN+1

IN+2

INy3

Para mostrar que los elementos de J se pueden poner en correspondencia, uno a uno, con

todos los nimeros reales del intervalo [0, 1], observemos que Jy 1 es alguno de los intervalos

[31( 3K+1] 3K+2 3K+3 J Jj+1
3N+1; 3N+1 O]

SN 3N+1}; es decir, un intervalo de la forma [W’ W]’ para alguna
je€{0,1,2,...,3V" — 1},

Como se analizé con anterioridad, todos los elementos z € (3N]ﬁ, 3JN+—+11) tienen el mismo
desarrollo en base 3, hasta el digito NV + 1. Denotemos por 3,35, ..., 8y, & esos digitos.

Como Jy 1 estd contenido en Cy 1, se tiene que 3, € {0, 2} para cualquier k € {1,2,..., N + 1}.

Definamos D como el conjunto de sucesiones (ay),.y tales que ap = [, para cualquier
ke {1,2,...,N+1} y ap € {0,2} para cualquier ¥ € N—{1,2,..., N + 1}, D’ como el
conjunto de sucesiones en D que contienen una infinidad de 0’s, asi como una infinidad de
2’s, B como el conjunto de sucesiones (3;),cy tales que 3, € {0,1} para cualquier k € Ny
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que contienen una infinidad de 0’s, asf como una infinidad de 1’s y B como el conjunto de
racionales diddicos en el intervalo [0, 1].

Las sucesiones en D son las que se obtienen al desarrollar los elementos del conjunto J en
base 3, mientras que las sucesiones en B son las que se obtienen al desarrollar los elementos
del intervalo [0, 1], exceptuando a los racionales diddicos, en base 2.

Asociando cada elemento 3y, By, ..., By, 1, &nt2, ny3 -+ en D’ con el elemento =52, =2
en B, tenemos una correspondencia, uno a uno, entre los elementos de D’ y los elementos de

B.

Por otra parte, tanto B como D — D’ son conjuntos infinitos numerables, de manera que sus
elementos se pueden poner en correspondencia uno a uno.

Por lo tanto, los elementos de J se pueden poner en correspondencia, uno a uno, con todos
los elementos de B U B; es decir, con todos los nimeros reales del intervalo [0, 1].

Ademds, dado un elemento y en el conjunto de Cantor € y un ntimero real ¢ > 0, hemos
mostrado que existe un conjunto J C € tal que cualquier elemento de J es distinto de y y
dista de y en menos que . Es decir, hemos probado que no inicamente hay un elemento
z € € tal que z # y y dista de y en menos que ¢, sino que hay una infinidad no numerable
de esos puntos.

Observemos también que J es un subconjunto propio de €. En efecto, Jy es la unién de 3
intervalos, dos de los cuales son cerrados y uno de estos tltimos es Jy.1. Comenzando con
el otro intervalo cerrado, podemos considerar el proceso con el que definimos el conjunto
de Cantor partiendo del intervalo [0, 1]. El conjunto que obtendriamos y el conjunto J son
ajenos.

N

AN42 OAN43
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Mads atn, para cualquier n € N, (), es la unién de 2" intervalos cerrados y, comenzando
con cualquiera de ellos, podemos considerar el proceso con el que definimos el conjunto de
Cantor partiendo del intervalo [0, 1]. Los 2" conjuntos que se obtienen son ajenos y cada uno
de ellos tiene las mismas propiedades que el conjunto de Cantor.

Asi que, para cualquier n € N, el conjunto de Cantor se puede expresar como la
unioén de 2" conjuntos, ajenos por parejas, cada uno de los cuales tiene las mismas
propiedades que el conjunto de Cantor.

Por ejemplo, dentro de cada uno de los intervalos del tltimo renglén de la siguiente figura
hay un conjunto con las mismas propiedades que las del conjunto de Cantor.

[0, 1]

Podemos ver que el conjunto de Cantor es bastante extrano. Su definicién, ya sea geométrica
o analitica, es simple; sin embargo, imaginar cémo queda repartido, geométricamente, en el
intervalo [0, 1] es muy dificil.

Pero, no hay que olvidar que la recta numérica es tinicamente una imagen que nos hacemos del
conjunto de los niimeros reales; estd formada por puntos que representan niimeros racionales
e irracionales, los cuales también son dificiles de imaginar geométricamente. Dado un niimero
real cualquiera x(, podemos imaginarlo en la recta numérica; pero, después de ese niimero, no
hay uno siguiente, ya que cualquiera que sea la distancia que nos movamos hacia la derecha,
por pequena que sea, recorreriamos, por decirlo de alguna manera, tanto una infinidad de
nimeros racionales como irracionales. Dicho de otra forma, si € es un nimero real positivo
cualquiera, entonces, dentro del intervalo [zg,z¢ + €), asi sea pequenisimo el nimero ¢, se
reproduce dentro de ese intervalo la estructura de todo el conjunto de niimeros reales; hay
dentro de él una infinidad de nimeros racionales e irracionales repartidos como en toda la
recta. Imaginar todos esos puntos como si estuvieran “pegados” unos con otros nos darfa
una falsa idea ya que cada punto tiene longitud cero.



14

Regresando al conjunto de Cantor y aceptando una recta como representacion geométrica del
conjunto de los nimeros reales, visto desde lejos el conjunto de Cantor, digamos en el intervalo
[0,1] de alguno de los ejes, en un espacio tridimensional, verfamos “puntos” repartidos en
ese intervalo; aunque en realidad esos puntos son conjuntos infinitos no numerables, pero de
longitud cero; jalgo rarisimo! Imagindndolos, serfan como ciimulos en el espacio, cada uno
con una infinidad de estrellas dentro de él; pero que, a la distancia, se verian como puntos
difusos.

Formalmente, dentro de la matematica, el conjunto de los niimeros reales esta
perfectamente bien definido. De igual manera, lo esta el conjunto de Cantor, el
cual tiene propiedades asombrosas, las cuales hacen de ese conjunto una ver-
dadera obra de arte matematico.



